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Problem ruchu dwóch ciał

Rozważymy problem ruchu dwóch ciał odosobnionych o masach
m1 i m2.
Równania ruchu wynikają bezpośrednio z II zasady dynamiki
Newtona

m1 ~̈r1 = ~F
(

~r1, ~r2, ~̇r1, ~̇r2, t
)

,
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Problem ruchu dwóch ciał

Rozpatrywany układ dwóch ciał możemy obserwować z dowolnie
wybranego układu odniesienia.

y

z

x

~r2

m2

~r1

m1

~r

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 3/34



Problem ruchu dwóch ciał

Rozpatrywany układ dwóch ciał możemy obserwować z dowolnie
wybranego układu odniesienia.

y

z

x

~r2

m2

~r1

m1

~r

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 3/34



Problem ruchu dwóch ciał

Układ współrzędnych możemy wybrać inaczej, np. możemy
przesunąć go równolegle o pewien wektor
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Widzimy, że wektory położenia ~r1 i ~r2 są teraz zupełnie inne.
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Problem ruchu dwóch ciał

Tylko wektor różnicy położeń

~r ≡ ~r1 − ~r2
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pozostaje niezmieniony przy operacji przesunięcia układu
współrzędnych.
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Problem ruchu dwóch ciał

Dlatego siła oddziaływania ~F obu ciał może zależeć tylko od
względnego położenia ~r ≡ ~r1 − ~r2. Podobnie, wykorzystując fakt,
że rozpatrywany układ dwóch ciał możemy obserwować z dowolnie
wybranego inercjalnego układu odniesienia, dochodzimy do
wniosku, że siła ~F może zależeć tylko od względnej prędkości
~̇r ≡ ~̇r1 − ~̇r2 obu ciał i od czasu.
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Problem ruchu dwóch ciał

Po lewej stronie otrzymanego równania występuje druga pochodna
czasowa wektora

~R ≡ m1~r1 +m2~r2
m1 +m2

,

który opisuje położenie środka masy rozpatrywanego układu dwóch
ciał.

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 7/34



Problem ruchu dwóch ciał

Po lewej stronie otrzymanego równania występuje druga pochodna
czasowa wektora

~R ≡ m1~r1 +m2~r2
m1 +m2

,

który opisuje położenie środka masy rozpatrywanego układu dwóch
ciał.
Otrzymane równanie przyjmuje więc postać

m1 ~̈r1 +m2 ~̈r2
m1 +m2

= ~̈R = 0

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 7/34



Problem ruchu dwóch ciał

Po lewej stronie otrzymanego równania występuje druga pochodna
czasowa wektora

~R ≡ m1~r1 +m2~r2
m1 +m2

,

który opisuje położenie środka masy rozpatrywanego układu dwóch
ciał.
Otrzymane równanie przyjmuje więc postać

m1 ~̈r1 +m2 ~̈r2
m1 +m2

= ~̈R = 0 ⇒ ~̇R = const.

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 7/34



Problem ruchu dwóch ciał

Po lewej stronie otrzymanego równania występuje druga pochodna
czasowa wektora

~R ≡ m1~r1 +m2~r2
m1 +m2

,

który opisuje położenie środka masy rozpatrywanego układu dwóch
ciał.
Otrzymane równanie przyjmuje więc postać

m1 ~̈r1 +m2 ~̈r2
m1 +m2

= ~̈R = 0 ⇒ ~̇R = const.

Wnioskujemy stąd, że środek masy odosobnionego układu dwóch
ciał porusza się ruchem jednostajnym prostoliniowym.
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Problem ruchu dwóch ciał

Ta konkluzja wiąże się bezpośrednio z symetrią odosobnionego
układu punktów materialnych względem transformacji Galileusza, a
ściślej z niezmienniczością układu fizycznego przy przejściu do
dowolnego innego układu inercjalnego.
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Problem ruchu dwóch ciał

Wróćmy do naszego układu równań ruchu

m1 ~̈r1 = ~F
(

~r ,~̇r , t
)

,

m2 ~̈r2 = −~F
(

~r ,~̇r , t
)

.

Pomnóżmy pierwsze równanie ruchu przez m2
m1+m2

,
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Problem ruchu dwóch ciał

Widzimy, że orbita ta leży głęboko we wnętrzu Słońca.
Podobnie jest w przypadku względnego ruchu Słońca i każdej z
pozostałych planet, nie wyłączając Jowisza.
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Siły centralne

W mechanice ważną rolę odgrywają siły centralne, czyli siły
skierowane do określonego punktu, tzw. centrum siły.
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, gdzie r = |~r | ,

a f (~r , t) jest dowolną funkcją skalarną.
Udowodnimy teraz kilka twierdzeń dotyczących ruchu ciała pod
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Siły centralne
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antysymetrii tensora εijk
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Ostatni wyraz znika, gdyż εijk jest niezerowy tylko jeśli wszystkie
indeksy są różne, a wtedy z definicji δjk = 0.
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Siły centralne

Ostatnia równość oznacza, że

~∇
(
f (~r , t)

r

)

∼ ~r .

Ponieważ gradient funkcji f (~r , t) nie ma składowych w kierunku
kątów θ i ϕ, to musi zachodzić równość

f (~r , t) = f (r , t) .
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Siły centralne

W dalszym ciągu ograniczymy się do stacjonarnych, tzn.
niezależnych jawnie od czasu, sił centralnych postaci

~F (~r) = f (r)
~r

r
,

dla których energia potencjalna V (r) wiąże się z siłą wzorem

~F (~r) = −dV (r)
dr

~r

r
.
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Ruch w polu siły centralnej

Jak pokazaliśmy, taki ruch będzie się odbywał w płaszczyźnie
prostopadłej do orbitalnego momentu pędu.
Funkcja Lagrange’a ma w tym przypadku postać

L = T − V =
1
2
m~̇r 2 − V (r)
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ẋ

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 20/34



Ruch w polu siły centralnej

Jak pokazaliśmy, taki ruch będzie się odbywał w płaszczyźnie
prostopadłej do orbitalnego momentu pędu.
Funkcja Lagrange’a ma w tym przypadku postać

L = T − V =
1
2
m~̇r 2 − V (r) = 1

2
m
(
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ẋ = ṙ cosϕ− r ϕ̇ sinϕ,
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Ruch w polu siły centralnej

Zauważmy, że funkcja Lagrange’a

L = T − V =
m

2

(

ṙ2 + r2ϕ̇2
)

− V (r)

nie zależy jawnie od czasu.
Stąd wynika, że całkowita energia ciała jest zachowana,
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ṙ2 + r2ϕ̇2
)

− V (r)

nie zależy jawnie od czasu.
Stąd wynika, że całkowita energia ciała jest zachowana, a więc

E = T + V =
m

2

(
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Ruch w polu siły centralnej

Zauważmy, że pęd pϕ jest składową momentu pędu ciała względem
centrum siły, prostopadłą do płaszczyzny, w której odbywa się ruch.
Rzeczywiście

pϕ = mr
2ϕ̇
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Ruch w polu siły centralnej

Wstawiając wyrażenie ϕ̇ =
pϕ
mr2
do wzoru na energię ciała

E =
m

2

(

ṙ2 + r2ϕ̇2
)

+ V (r)

otrzymujemy

m

2

(

ṙ2 +
p2ϕ

m2r2

)

= E − V (r)
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1
m2

[

2m(E − V (r))−
p2ϕ

r2

]

.

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 23/34



Ruch w polu siły centralnej

Wstawiając wyrażenie ϕ̇ =
pϕ
mr2
do wzoru na energię ciała

E =
m

2

(
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Ruch w polu siły centralnej

Otrzymaliśmy dwa wzory na dt:

dt =
mr2

pϕ
dϕ i dt = ± mdr

√

2m(E − V (r))− p
2
ϕ

r2

.
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Ruch w polu siły centralnej

Całkując obustronnie równanie

dϕ = ±pϕ
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r2
√

2m (E − V (r))− p
2
ϕ

r2

dostaniemy

ϕ = ±
∫

pϕ dr
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√
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2
ϕ

r2

,
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Ruch w polu siły centralnej

Od czasów Newtona wiemy, że energia potencjalna oddziaływania
dwóch ciał o masach m1 i m2 wynosi

V (r) = −G m1m2
r
,

ale Johannes Kepler (1571–1630), który sformułował prawa ruchu
planet, nie znał prawa powszechnego ciążenia Newtona.
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Ruch w polu siły centralnej

Wciągnijmy stałą pϕ pod pierwiastek

ϕ = ±
∫

dr

r2
√

2mE
p2
ϕ

+ 2mα
p2
ϕ
r
− 1
r2

i podstawmy

u =
1
r
⇒ du = −dr

r2
,
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Ruch w polu siły centralnej

Sprowadźmy trójmian kwadratowy pod pierwiastkiem do postaci
kanonicznej

ϕ = ∓
∫

du
√

2mE
p2
ϕ

+ 2mα
p2
ϕ

u − u2
= ∓

∫
du

√

2mE
p2
ϕ

+ m
2α2

p4
ϕ

−
(

u − mα
p2
ϕ

)2
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Ruch w polu siły centralnej

Podstawmy

x =
p2ϕ

√

2mEp2ϕ +m2α2

(

u − mα
p2ϕ

)

⇒ dx =
p2ϕ

√

2mEp2ϕ +m2α2
du
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Ruch w polu siły centralnej

wówczas dostaniemy

cos (± arc cos x) = x = cos (ϕ− ϕ0) ,
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Wprowadźmy następujące oznaczenia

p ≡
p2ϕ

mα
= const,

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 32/34



Ruch w polu siły centralnej

Wprowadźmy następujące oznaczenia

p ≡
p2ϕ

mα
= const, ε ≡

√

1+
2Ep2ϕ
mα2

= const.

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 32/34



Ruch w polu siły centralnej

Wprowadźmy następujące oznaczenia

p ≡
p2ϕ

mα
= const, ε ≡

√

1+
2Ep2ϕ
mα2

= const.

i wybierzmy dla prostoty ϕ0 = 0,

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 32/34



Ruch w polu siły centralnej

Wprowadźmy następujące oznaczenia

p ≡
p2ϕ

mα
= const, ε ≡

√

1+
2Ep2ϕ
mα2

= const.

i wybierzmy dla prostoty ϕ0 = 0, wówczas otrzymamy wzór na
odległość r ciała od centrum siły w zależności od kąta
biegunowego ϕ

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 32/34



Ruch w polu siły centralnej

Wprowadźmy następujące oznaczenia

p ≡
p2ϕ

mα
= const, ε ≡

√

1+
2Ep2ϕ
mα2

= const.

i wybierzmy dla prostoty ϕ0 = 0, wówczas otrzymamy wzór na
odległość r ciała od centrum siły w zależności od kąta
biegunowego ϕ

r(ϕ) =
p

1+ ε cosϕ
.

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 32/34



Ruch w polu siły centralnej

Wprowadźmy następujące oznaczenia

p ≡
p2ϕ

mα
= const, ε ≡

√

1+
2Ep2ϕ
mα2

= const.

i wybierzmy dla prostoty ϕ0 = 0, wówczas otrzymamy wzór na
odległość r ciała od centrum siły w zależności od kąta
biegunowego ϕ

r(ϕ) =
p

1+ ε cosϕ
.

Jest to równanie krzywej stożkowej zapisane we współrzędnych
biegunowych.

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 32/34



Ruch w polu siły centralnej

Wprowadźmy następujące oznaczenia

p ≡
p2ϕ

mα
= const, ε ≡

√

1+
2Ep2ϕ
mα2

= const.

i wybierzmy dla prostoty ϕ0 = 0, wówczas otrzymamy wzór na
odległość r ciała od centrum siły w zależności od kąta
biegunowego ϕ

r(ϕ) =
p

1+ ε cosϕ
.

Jest to równanie krzywej stożkowej zapisane we współrzędnych
biegunowych. Jedno z ognisk krzywej leży w początku układu, a
mimośród jest równy ε.

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 32/34



Ruch w polu siły centralnej

Wprowadźmy następujące oznaczenia

p ≡
p2ϕ

mα
= const, ε ≡

√

1+
2Ep2ϕ
mα2

= const.

i wybierzmy dla prostoty ϕ0 = 0, wówczas otrzymamy wzór na
odległość r ciała od centrum siły w zależności od kąta
biegunowego ϕ

r(ϕ) =
p

1+ ε cosϕ
.

Jest to równanie krzywej stożkowej zapisane we współrzędnych
biegunowych. Jedno z ognisk krzywej leży w początku układu, a
mimośród jest równy ε.

Karol Kołodziej Mechanika klasyczna i relatywistyczna 32/34



Ruch w polu siły centralnej

Wartość mimośrodu determinuje rodzaj krzywej.
Rozważmy możliwe przypadki.
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