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Wstep .

Mechanika klasyczna jest nauka o ruchu ciat.
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Wstep B

Mechanika klasyczna jest nauka o ruchu ciat.
Zostata zapoczatkowana przez starozytnych Grekow.
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Mechanika klasyczna jest nauka o ruchu ciat.

Zostata zapoczatkowana przez starozytnych Grekdw.

Arystoteles (384-322 p.n.e.) uwazat, ze aby ciato mogto poruszaé
sie ruchem jednostajnym prostoliniowym trzeba na nie wywieraé

stafa site.
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stafa site.

Poglad ten nie byt wiasciwie sprzeczny z codziennymi
obserwacjami:
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pewnym czasie ustaje i aby go podtrzymac trzeba na nie stale
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Wstep B

Mechanika klasyczna jest nauka o ruchu ciat.

Zostata zapoczatkowana przez starozytnych Grekdw.

Arystoteles (384-322 p.n.e.) uwazat, ze aby ciato mogto poruszaé
sie ruchem jednostajnym prostoliniowym trzeba na nie wywieraé
stafa site.

Poglad ten nie byt wiasciwie sprzeczny z codziennymi
obserwacjami: na skutek dziatania sit oporu ruch kazdego ciata po
pewnym czasie ustaje i aby go podtrzymac trzeba na nie stale
dziata¢ pewna sita.

Dzi$ wiemy jednak, ze poglad ten byt niepoprawny.
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Wstep B

Wspédtczesne podejScie do mechaniki zapoczatkowali:

o Galileusz (Galileo Galilei) (1564-1642), ktéry podat m.in.
prawa ruchu wahadta i spadku swobodnego ciat,

@ Isaac Newton (1642-1727), ktéry sformutowat 3 stynne
zasady dynamiki.
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Wspédtczesne podejScie do mechaniki zapoczatkowali:

o Galileusz (Galileo Galilei) (1564-1642), ktéry podat m.in.
prawa ruchu wahadta i spadku swobodnego ciat,

@ Isaac Newton (1642-1727), ktéry sformutowat 3 stynne
zasady dynamiki.

Alternatywne podejécie do mechaniki sformutowali:
@ Joseph Louis Lagrange (1736-1813),
@ William Rowan Hamilton (1805-1865).
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Wstep .

Ograniczenia stosowalnosci praw mechaniki klasycznej
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Wstep B

Ograniczenia stosowalnosci praw mechaniki klasycznej
@ ciata poruszajace sie z predkosciami bliskimi predkosci Swiatta
w prozni

c = 209 792 458 % ~ 300000 ™

s
= mechanika relatywistyczna; szczegélna teoria
wzglednosci (Albert Einstein, 1905)
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Wstep B

Ograniczenia stosowalnosci praw mechaniki klasycznej
@ ciata poruszajace sie z predkosciami bliskimi predkosci Swiatta
w prozni
km

c = 299 792 458 % ~ 300000 —

= mechanika relatywistyczna; szczegélna teoria
wzglednosci (Albert Einstein, 1905)

@ ruch mikroskopijnych czasteczek, atomoéw i czastek
subatomowych = mechanika kwantowa (Werner
Heisenberg, Erwin Schrodinger, 1925)
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Bedziemy operowad pojeciem punktu materialnego, ktéry jest
wyidealizowanym obiektem pozbawionym rozmiaréw, ale
obdarzonym masa.
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Bedziemy operowad pojeciem punktu materialnego, ktéry jest
wyidealizowanym obiektem pozbawionym rozmiaréw, ale
obdarzonym masa.

Potozenie punktu w tréjwymiarowej przestrzeni opisujemy w
wybranym uktadzie odniesienia.

Najczesciej stosowane trojwymiarowe uktady wspotrzednych:

=

Yy

kartezjnski sferyczny ‘ cylindryczny
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W uktadzie kartezjanskim wektor potozenia (wodzacy) r taczacy
poczatek uktadu O z punktem P(x,y,z) ma wspbtrzedne:

P(x,y,2)

u!

F=[x—0,y—0,z—-0] =[x,y,z].
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W uktadzie kartezjanskim wektor potozenia (wodzacy) r taczacy
poczatek uktadu O z punktem P(x,y,z) ma wspbtrzedne:

P(x,y,2)
F=[x—0,y—0,z—0]=[x,y,2]
) o, = A=VRe2
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W uktadzie kartezjanskim wektor potozenia (wodzacy) r taczacy
poczatek uktadu O z punktem P(x,y,z) ma wspbtrzedne:

P(x,y, 2)

u!

F=[x—0,y—0,z—-0] =[x,y,z].

B ’ , = |Fl=Vr?+22=4/x2+y?+ 22

Zauwazmy, ze wektor ten ma doktadnie takie same wspotrzedne
Jjak punkt P.
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W uktadzie kartezjanskim wektor potozenia (wodzacy) r taczacy
poczatek uktadu O z punktem P(x,y,z) ma wspbtrzedne:

P(x,y, 2)

u!

F=[x—0,y—0,z—-0] =[x,y,z].

B , = |Fl=Vr?+22=4/x2+y?+ 22

w

Zauwazmy, ze wektor ten ma doktadnie takie same wspotrzedne
Jjak punkt P.

Dlatego mozemy uzy¢ go do opisu potozenia punktu materialnego
w trakcie ruchu.
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Wersory .

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu
kartezjanskiego.

z
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Wersory B

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu
kartezjanskiego.

z

Wersory spetniaja relacje:

’ A

X =191 =121 =1,
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Wersory B

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu
kartezjanskiego.

z

Wersory spetniaja relacje:

’ A

K=Pl=l2l=1 &xy=z

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 7/41



Wersory B

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu
kartezjanskiego.

z

Wersory spetniaja relacje:
X|=1yl=12|=1, xxy=2z.

Ostatnia réownos$¢ oznacza, ze
uktad kartezjanski jest prawo-

/ v skretny.
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Wersory B

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu
kartezjanskiego.
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X|=1yl=12|=1, xxy=2z.
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uktad kartezjanski jest prawo-

/ v skretny.

Przy uzyciu wersoréw wektor ten mozemy zapisa¢ w formie:

r= [xyzl=xX+yy+z2

= [x1, X2, x3]
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Wersory B

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu
kartezjanskiego.

z

Wersory spetniaja relacje:
X|=1yl=12|=1, xxy=2z.

Ostatnia réownos$¢ oznacza, ze
uktad kartezjanski jest prawo-

/ v skretny.

Przy uzyciu wersoréw wektor ten mozemy zapisa¢ w formie:

r= [xyzl=xX+yy+z2
= [x1,Xx2,X3] = X1 &1 + X2 & + x3 &3.
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Wektor potozenia

PrzyjeliSmy tutaj konwencje

X = X1, Yy = Xp, zZ = x3,
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Wektor potozenia

PrzyjeliSmy tutaj konwencje

1, Y =X, Z=2X3,
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PrzyjeliSmy tutaj konwencje

ktéra, jak sie przekonamy dalej, jest bardzo wygodna.
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W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = ||, oraz katy: biegunowy 6 i
azymutalny ¢.
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W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = ||, oraz katy: biegunowy 6 i
azymutalny ¢.
z Zwiazki ze wspdtrzednymi karte-
zjanskimi s3 nastepujace:

x = r'cosp = rsinfcosp,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 9/41



W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = ||, oraz katy: biegunowy 6 i
azymutalny ¢.
z Zwiazki ze wspdtrzednymi karte-
zjanskimi s3 nastepujace:

x = r'cosp = rsinfcosp,
y

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 9/41



W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = ||, oraz katy: biegunowy 6 i
azymutalny ¢.
z Zwiazki ze wspdtrzednymi karte-
zjanskimi s3 nastepujace:

r' cos = rsinf cos p,

X
|
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W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = ||, oraz katy: biegunowy 6 i
azymutalny ¢.
z Zwiazki ze wspdtrzednymi karte-
zjanskimi s3 nastepujace:

r' cos = rsinf cos p,
y = r'sinp

X
|
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W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = ||, oraz katy: biegunowy 6 i
azymutalny ¢.
z Zwiazki ze wspdtrzednymi karte-
zjanskimi s3 nastepujace:
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W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = ||, oraz katy: biegunowy 6 i
azymutalny ¢.

Zwiazki ze wspdtrzednymi karte-
zjanskimi s3 nastepujace:

x = r'cosp = rsinfcosp,
y = r'sinp=rsinfsiny,
z = rcosf,

gdzie r' = rsinf.
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W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = ||, oraz katy: biegunowy 6 i

azymutalny ¢.

Zwiazki ze wspdtrzednymi karte-
zjanskimi s3 nastepujace:

r' cos = rsinf cos p,

X =
o,

y = r'sing =rsinfsinyp,

z = rcosf,

gdzie r' = rsinf.

Zakresy zmiennos$ci wspbtrzednych sferycznych:
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W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
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W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = ||, oraz katy: biegunowy 6 i

azymutalny ¢.

Zwiazki ze wspdtrzednymi karte-
zjanskimi s3 nastepujace:

r' cos = rsinf cos p,

X =
o,

y = r'sing =rsinfsinyp,

z = rcosf,

gdzie r' = rsinf.

Zakresy zmiennos$ci wspbtrzednych sferycznych:

0<r<oo, 0<b<m, 0 < p<2m.
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Ustalajac jedng ze wspdtrzednych w uktadzie sferycznym
otrzymamy powierzchnie.

N

raxis
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Ustalajac jedng ze wspdtrzednych w uktadzie sferycznym
otrzymamy powierzchnie.

N

raxis

r=ry = sfera o promieniu ry
0 =0y = pobocznica stozka o
kacie pdétrozwartosci 0

©=¢o = potptaszczyzna two-
rzaca kat g z ptaszczyzna xOz.
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Ustalajac jedng ze wspdtrzednych w uktadzie sferycznym
otrzymamy powierzchnie.

N

raxis

r=ry = sfera o promieniu ry
0 =0y = pobocznica stozka o
kacie pdétrozwartosci 0

©=¢o = potptaszczyzna two-
rzaca kat g z ptaszczyzna xOz.

Ustalajac jednoczesnie dwie wspdtrzedne otrzymamy linie. Np.
r=rnif==0y = okrag (réwnoleznik),

r=rnip=¢y = polokrag (potudnik),

0=0piip=wg = potprosta o poczatku w Srodku sfery,
gdzie wykorzystaliémy oczywistg analogie z globusem.
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W uktadzie cylindrycznym potozenie punktu opisujemy podajac
jego odlegtos¢ od wybranej osi r, kat azymutalny ¢ oraz wysokos$¢
z nad ptaszczyzne prostopadta do wybranej osi, do ktérej nalezy
poczatek uktadu O.
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W uktadzie cylindrycznym potozenie punktu opisujemy podajac
jego odlegtos¢ od wybranej osi r, kat azymutalny ¢ oraz wysokos$¢
z nad ptaszczyzne prostopadta do wybranej osi, do ktérej nalezy
poczatek uktadu O.

Zwiazki ze wspo6trzednymi kar-
tezjanskimi:

X = rcosgy,
y = rsingp,
z = z.

Zakresy zmiennosci wspotrzednych cylindrycznych:

0<r<oo, 0 < p < 2m, -0 <z < o0.
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Zadanie. Jak wygladaja linie statych wspétrzednych w uktadzie
cylindrycznym?
Zauwazmy, ze linie statych wspoétrzednych w uktadzie sferycznym i
cylindrycznym, chociaz mogg by¢ liniami krzywymi, to zawsze
przecinaja sie pod katami prostymi w kazdym punkcie
3-wymiarowej przestrzeni, tzn.

@ Poy(ro,00,0) w uktadzie sferycznym i

® Poy(ro, o, 20) w uktadzie cylindrycznym.
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Zauwazmy, ze linie statych wspoétrzednych w uktadzie sferycznym i
cylindrycznym, chociaz mogg by¢ liniami krzywymi, to zawsze
przecinaja sie pod katami prostymi w kazdym punkcie
3-wymiarowej przestrzeni, tzn.

@ Poy(ro,00,0) w uktadzie sferycznym i

® Poy(ro, o, 20) w uktadzie cylindrycznym.

Dlatego uktady sferyczny i cylindryczny nazywamy ortogonalnymi
uktadami wspétrzednych.
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Wektor w przestrzeni tréjwymiarowej mozemy zapisaé

F=x18 +x & + x3 &
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Wektor w przestrzeni tréjwymiarowej mozemy zapisaé
3

F=xiBi+x&b+xsd=) x&=xé,
i=1

gdzie w ostatniej réwnosci pomineliémy symbol sumy.

Za Einsteinem przyjmiemy nastepujaca konwencje.
Wskaznik sumacyjny w wyrazeniu iloczynowym zawsze sie
powtarza (wystepuje dwukrotnie) dlatego, jesli tylko zakres
sumowania jest oczywisty, mozemy pominaé znak sumy.
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Rozwazmy dwa wektory 3 i b w uktadzie kartezjanskim

i = J[a1,a,as3)
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Rozwazmy dwa wektory 3 i b w uktadzie kartezjanskim
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Rozwazmy dwa wektory 3 i b w uktadzie kartezjanskim

i = |, a3l =a1é&1+a&+az3é=a g,
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Rozwazmy dwa wektory 3 i b w uktadzie kartezjanskim

[a1,a2,83] = a1 & + a2 & + a3 & = a; &,

Tl L
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Rozwazmy dwa wektory 3 i b w uktadzie kartezjanskim

= [an,ap,a3] = a1 & +ax &+ a3 8= a8,

a
b = [by, by, b3] = by & + by &+ b3 &
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Rozwazmy dwa wektory 3 i b w uktadzie kartezjanskim

[a1,a2,83] = a1 & + a2 & + a3 & = a; &,
[b1, b2, b3] = b1 & + by & + b3 & = b; &;.

Tl L
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5+b =
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= [b1,bo,b3] = b1 & + by & + b3 & = b; &;.

Tl L

Suma wektoréw 3 i b ma postaé
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Rozwazmy dwa wektory 3 i b w uktadzie kartezjanskim

[a1,a2,83] = a1 & + a2 & + a3 & = a; &,
= [b1,bo,b3] = b1 & + by & + b3 & = b; &;.

Tl L

Suma wektoréw 3 i b ma postaé
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Rozwazmy dwa wektory 3 i b w uktadzie kartezjanskim

a [a1,a2,83] = a1 & + a2 & + a3 & = a; &,
b = [bibobs]=bié+byé+bsés=bé.
Suma wektoréw 3 i b ma postaé
3+B = [a1+b1,32+b2,a3+b3]
= (31+b1) é1+(32+b2) é2+(a3+b3) & = (a;+b;) é;.
lloczyn

wektora 3 przez liczbe ¢ wyraza sie wzorem

¢ 3@ = [cay, cap, cas]
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Rozwazmy dwa wektory 3 i b w uktadzie kartezjanskim

a [a1,a2,83] = a1 & + a2 & + a3 & = a; &,
b = [bibobs]=bié+byé+bsés=bé.
Suma wektoréw 3 i b ma postaé
3+B = [a1+b1,32+b2,a3+b3]
= (31+b1) é1+(32+b2) é2+(a3+b3) & = (a;+b;) é;.
lloczyn

wektora 3 przez liczbe ¢ wyraza sie wzorem

¢ d=[cai,cap, caz] =cay & + cax & + caz &
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Rozwazmy dwa wektory 3 i b w uktadzie kartezjanskim

[a1,a2,a3] =

[b17 b27 b3]

Tl L

alé+a &+ a3 8 = a6,

bi & + by & + b3 &3

= b; &.
Suma wektoréw 3 i b ma postaé
F+b = [ag+ b1, ar+ by, a3+ bs]
= (a1+b1) &+ (a2+ b2) &+ (a3 + b3) & = (aj + by) &.
lloczyn

wektora 3 przez liczbe ¢ wyraza sie wzorem

¢ d=[cay,cap,ca3] =cay & + cap & + caz & = ca;
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lloczyn skalarny wektoréw & i b definiujemy nastepujaco

3-b=|3| |b|cosh,

gdzie 6 — kat pomiedzy wektorami 3 i b.
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gdzie wprowadziliémy tensor symetryczny 4;;, zwany deltg
Kroneckera
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gdzie wprowadziliémy tensor symetryczny 4;;, zwany deltg

Kroneckera
5. = 1, dla i=J,
b= 0, dla i #J
=
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gdzie wprowadziliémy tensor symetryczny 4;;, zwany deltg
Kroneckera

s (L da =]
=00 da i#j

= 011 = 022 = 033 = 1,
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gdzie wprowadziliémy tensor symetryczny 4;;, zwany deltg
Kroneckera

s (L da =]
=00 da i#j

= 011 =02 =033 =1, d12 =013 =03 =...=0.

i wykorzystaliSmy relacje ortogonalnosci wersoréw kartezjanskiego
uktadu wspétrzednych

e,--ejzé,-j,

ktéra taczy w sobie wtasnosci ich unormowania, |&] =1
wzajemnej ortogonalnosci & L &, /,j=1,2,3.
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Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, a», a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.
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3
ajdy = Y a6y = a1611 + ab12 + 3013
j=1
= a-14a-04+a3-0=a;.
Dtugos¢ wektora 3 obliczamy nastepujaco
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Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, a», a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajdy = Y a6y = a1611 + ab12 + 3013
j=1
= a-14a-04+a3-0=a;.

Dtugos¢ wektora 3 obliczamy nastepujaco

a=|3| =\/a3+a3+a5=+aa =Va-3

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 17/41



Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, a», a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajdy = Y a6y = a1611 + ab12 + 3013
j=1
= a-14a-04+a3-0=a;.

Dtugos¢ wektora 3 obliczamy nastepujaco

a=lal =R+ B+ 3= Vam=Vii=VE
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lloczyn wektorowy wektoréw 3 i b definiujemy nastepujaco
3x b=|3||b|sinf e,

gdzie é jest wektorem jednostkowym prostopadtym do ptaszczyzny
wyznaczonej przez wektory 3 i b,
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lloczyn wektorowy wektoréw 3 i b definiujemy nastepujaco
3x b=|3||b|sinf e,

gdzie é jest wektorem jednostkowym prostopadtym do ptaszczyzny
wyznaczonej przez wektory 3 i b, ktérego zwrot wyznaczamy
zgodnie z reguta Sruby prawoskretne;.

W uktadzie kartezjanskim zachodzi wzér:

é1 & &
dy dp as = (32b3 — a3b2) él + (33b1 — alb3) ég
b1 b b3 + (31b2 — azbl) 3.

Wy
X
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I
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny ey Levi-Civity
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny ey Levi-Civity

o = sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ik = 0, w pozostalych przypadkach.
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny ey Levi-Civity

. _{ sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= e123=1, c13o0= —1, enz= —1,
€31 =1, e310 =1, €31 = — 1,
€121 =0, €223 =0, €333 =0, ...

Uwaga. Pseudotensor rézni sie od tensora jedynie sposobem
transformacji przy odbiciach przestrzennych, ¥ — —7.
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny ey Levi-Civity

. _{ sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= e13=1, e13p= —1, e3= —1,
€31 =1, e32=1, €31 = — 1,
€121 =0, €223 =0, €333 =0, ...

Uwaga. Pseudotensor rézni sie od tensora jedynie sposobem
transformacji przy odbiciach przestrzennych, ¥ — —7.
Dlatego czesto pomija sie przedrostek pseudo i uzywa nazwy
tensor.
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Pokazemy, ze i-ta sktadowa iloczynu wektorowego mozna wyrazi¢
poprzez tensor antysymetryczny w nastepujacy sposob

(3>< B)’ = 5,-jkajbk, I = 1,2,3.
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& & &
ap a a3 | = (axbs —a3bp)ér + (asby — a1hs) &
bi by b3 + (a1b2 — a2b1) é3.
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Pokazemy, ze i-ta sktadowa iloczynu wektorowego mozna wyrazi¢
poprzez tensor antysymetryczny w nastepujacy sposob

(3>< B)’ = 5,-jkajbk, I = 1,2,3.

Dla dowodu poréwnajmy wzory

B é1 & &
axb = ay a a3z | = (32b3 — a3b2)é1 + (a3b1 — 31b3) &
bi by b3 + (a1b2 — a2b1) é3.
(5 X b) = ¢eykajbx = €11k a1bk + €12ka2b + €131a3bk
1 ~—~—~
0

= e103a2b3 + €132a3b2 = axb3 — azby,
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gdzie najpierw wykonali§my sumowanie po wskazniku j, a w
sumowaniu po k uwzgledniliSmy tylko wyrazy, dla ktérych tensor
Ejjk jest niezerowy.
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gdzie najpierw wykonali§my sumowanie po wskazniku j, a w
sumowaniu po k uwzgledniliSmy tylko wyrazy, dla ktérych tensor
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gdzie najpierw wykonali§my sumowanie po wskazniku j, a w
sumowaniu po k uwzgledniliSmy tylko wyrazy, dla ktérych tensor
Ejjk jest niezerowy.

Dla drugiej i trzeciej sktadowej otrzymamy

(5 X b) = eojkajbk = ea1ka1bk + €22k a2bk + €23k a3 by
2 ~—~

0
€213a1b3 + €231a3b1 = —a1 b3 + azby,
(3 X b) = e3jkajbk = e316a1bk + €321 a2bic + €334 azbi
3 ~—
0
= e3pa1by +ezpranhy = a1by — asby,

podczas gdy wzér wyznacznikowy daje

a x B = (32b3 — a3b2)é1 + (a3b1 — 81b3)é2 + (81b2 — azbl)é3.
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Korzystajac z wiasnosci pseudotensora antysymetrycznego i
wyznacznika mozna udowodnié¢ tozsamos¢:

0i Oim  Oin
€jjk€Imn = 5] 5] 6]”
Okl Okm Okn
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Dla dowodu sprawdzmy najpierw czy zachodzi réwnosé dla
i=l=1j=m=2 k=n=3.
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Dla dowodu sprawdzmy najpierw czy zachodzi réwnosé dla
i=l=1j=m=2 k=n=3.
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Zauwazmy, ze dwa jednakowe indeksy w pierwszym tensorze
odpowiadajag dwém jednakowym wierszom w wyznaczniku,
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odpowiadaja dwém jednakowym wierszom w wyznaczniku, np.

5// 6im 6in
€iik€Imn = 0- E€lmn = 0= 5/’/ (Sim (Sin = 0»
Okl Okm Okn

a dwa jednakowe indeksy w drugim tensorze odpowiadaja dwdm
jednakowym kolumnom w wyznaczniku, np.

5ijk5nmn:5ijk‘0:0: 5jn 5jm 5jn =0.
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Ejjk, ktore zmienia jego znak, odpowiada przestawieniu dwoch
wierszy w wyznaczniku, co doktadnie tak samo zmienia znak
wyznacznika.

Z kolei, przestawienie dwéch indekséw w tensorze &, ktére
zmienia jego znak, odpowiada przestawieniu dwéch kolumn w
wyznaczniku, co doktadnie tak samo zmienia znak wyznacznika.
A zatem, jedli wystartujemy z réwnosci wykazanej na poczatku
dowodu i dokonamy dowolnej permutacji indekséw w jednym i/lub
drugim tensorze, to otrzymamy réwnos$é prawdziwg.

To konczy dowéd tozsamosci.
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Kolejng bardzo przydatng tozsamoscia jest

3

Zgijkgimn = €jjk€imn = 6jm5kn - 5jn5km-
i=1
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gdzie skorzystaliSmy z réwnosci
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gdzyz obie delty Kroneckera w iloczynie s3 niezerowe tylko jesli
k=m.
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di = O6n+dxp+d=1+1+1=3,

OkiOim = Ok101m + Ok202m + 0k303m = Ok,
gdzyz obie delty Kroneckera w iloczynie s3 niezerowe tylko jesli
k=m.

Tozsamosé

Eijk€imn = 5jm6kn - (5jn5km

fatwo jest zapamietad, biorac pod uwage, ze w pierwszym iloczynie
delt Kroneckera po prawej stronie tgczymy ze sobg drugi indeks z
drugim i trzeci z trzecim, a w drugim iloczynie fagczymy indeksy
naprzemiennie.
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Przypomnijmy wybrane pojecia i twierdzenia rachunku
rézniczkowego.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 27/41



Przypomnijmy wybrane pojecia i twierdzenia rachunku
rézniczkowego.
Pochodna funkcji skalarnej f(t) € R:

df(t) Af(t)

dt at—0 At

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 27/41



Przypomnijmy wybrane pojecia i twierdzenia rachunku
rézniczkowego.
Pochodna funkcji skalarnej f(t) € R:

df(t)

Af(t) im f(t+At)—f(t)
dt at—0 At  At—0 At ‘

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 27/41



Przypomnijmy wybrane pojecia i twierdzenia rachunku
rézniczkowego.
Pochodna funkcji skalarnej f(t) € R:

df(t) . Af(1) im f(t+At)—f(t)

dt at—0 At  At—0 At

Pochodna funkcji wektorowej r(t) o sktadowych rzeczywistych:

di(e) _ - AR
dt at—0 At

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 27/41



Przypomnijmy wybrane pojecia i twierdzenia rachunku
rézniczkowego.
Pochodna funkcji skalarnej f(t) € R:

dt at—0 At  At—0 At

df(t) . Af(1) im f(t+At)—f(t)

Pochodna funkcji wektorowej r(t) o sktadowych rzeczywistych:

dr(t) im AF(t) im F(t+At)—7r(t)
dt  atto At Ao At '

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 27/41



Przypomnijmy wybrane pojecia i twierdzenia rachunku
rézniczkowego.
Pochodna funkcji skalarnej f(t) € R:

df(t) . Af(1) im f(t+At)—f(t)

dt at—0 At  At—0 At

Pochodna funkcji wektorowej r(t) o sktadowych rzeczywistych:

dr(t) - AF(t) im F(t+At)—7r(t)
dt  atto At Ao At '

Pochodna iloczynu funkcji skalarnej f(t) przez liczbe ¢ € R:

d(cf) _ _df
dt  dt’
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Pochodna sumy i iloczynu dwéch funkgji skalarnych f(t) i g(t):
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Pochodna sumy i iloczynu dwéch funkgji skalarnych f(t) i g(t):

A(f+g) _df dg  d(fg) _df  _dg
dt  dt dt’ dr dt?® dt’
Wozory te tatwo uogdlni¢ na wieksza liczbe sktadnikéw lub
czynnikéw. Np. dla iloczynu trzech funkcji f(t)g(t)h(t) otrzymamy

d(fgh) d(fg) dh (df dg) dh
—— = —= h+(fg) —= f h+fg —
dr ae " G\ et q) T
df dg dh
= gh+f h+fg — =fgh+fgh+ fgh
qe g e g = feh v Tghtigh,
gdzie przyjeliSmy powszechnie stosowane oznaczenie pochodnej
czasowej
df .
— = f.
dt
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Pochodna wektora w uktadzie o ustalonych — niezmiennych w
czasie — osiach:
dr(t)
dt
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Pochodna wektora w uktadzie o ustalonych — niezmiennych w
czasie — osiach:
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gdzie zdefiniowalismy wektor predko$ci v o sktadowych

d it X
vi(t) = xi(t) = );(t), i=1,2,3.
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Niech f(t) = f (x(t)), wéwczas

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 30/41



Niech f(t) = f (x(t)), wéwczas

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 30/41



Niech f(t) = f (x(t)), wéwczas

df df dx df .

At dx dt  dx

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 30/41



Niech f(t) = f (x(t)), wéwczas

df df dx df . df
a—dixﬁ—dixx, df—d7dX,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 30/41



Niech f(t) = f (x(t)), wéwczas

df df dx df . df
a—dixﬁ—dixx, df—d7dX,

Niech f(t) = f (x1(t), x2(t), ..., xn(t), t),

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 30/41



Niech f(t) = f (x(t)), wéwczas

df df dx df . df
a—dixﬁ—dixx, df—d7dX,

Niech f(t) = f (x1(t), x2(t), ..., xn(t), t), wOwczas

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 30/41



Niech f(t) = f (x(t)), wéwczas

df df dx df . df
a—dixﬁ—dixx, df—d7dX,

Niech f(t) = f (x1(t), x2(t), ..., xn(t), t), wOwczas

of dx; 8)‘
dt Z@X,dt

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 30/41



Niech f(t) = f (x(t)), wéwczas

df df dx df . df
a—dixﬁ—dixx, df—d7dX,

Niech f(t) = f (x1(t), x2(t), ..., xn(t), t), wOwczas

of dx;

dt Z@X,dt Z

f‘

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 30/41



Niech f(t) = f (x(t)), wéwczas

df df dx df . df
i drxdr ax O Y=g

Niech f(t) = f (x1(t), x2(t), ..., xn(t), t), wOwczas

df of dx, f
dt Z 8X, dt t Z
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df df dx df . df
i drxdr ax O Y=g
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Niech f(t) = f (x(t)), wéwczas

df df dx df . df
i drxdr ax O Y=g

Niech f(t) = f (x1(t), x2(t), ..., xn(t), t), wOwczas

df of dX, f
dt Z 8X, dt t Z
of of
df = —dx; + —d
Iz::l Ox; Xi ot

Zauwazmy, ze dla niezaleznych zmiennych xq, x2, ..., X, zachodzi

ox;

87:(5,_1, i,j:1,...,n.
J
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Przyktadowo, zastosujmy wzor

df ™. Of . of
at =29t o

do funkcji wyrazajacej wspdtrzedna x uktadu kartezjanskiego przez
wspbtrzedne sferyczne, z ktérych kazda zalezy od czasu

x(t) = x(r(t),0(t),o(t)) = r(t)sinb(t)cos p(t).
Woéwczas otrzymamy
at - T ol T ag”
= sinf cos i 4 rcos b cos pf — rsinfsin p.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 31/41



Przyktadowo, zastosujmy wzor
df i
at Z

do funkcji wyrazajacej wspdtrzedna x uktadu kartezjanskiego przez
wspbtrzedne sferyczne, z ktérych kazda zalezy od czasu

x(t) = x(r(t),0(t),o(t)) = r(t)sinb(t)cos p(t).

Woéwczas otrzymamy

f

= sinf cos @i 4 rcos B cos f — rsinfsin .

Zauwazmy, ze nie pojawit sie tu Wyraz 7. gdyz funkcja x(t) nie
zalezy jawnie od czasu, tzn. zalezy od czasu tylko poprzez r(t),
0(t) i p(t).



Zadanie. Obliczy¢ pochodne czasowe funkcji wyrazajacych
wspotrzedne y i z uktadu kartezjanskiego przez wspétrzedne
sferyczne:

y(t) = y(r(t),0(t), o(t)) = r(t)sin6(t)sin (1),
z(t) = z(r(t),0(t)) = r(t)cosO(t).
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Uktad inercjalny to uktad odniesienia S, w ktérym spetniona jest |
zasada dynamiki Newtona:
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Uktad inercjalny to uktad odniesienia S, w ktérym spetniona jest |
zasada dynamiki Newtona:

Jezeli na ciato nie dziata zadna sifa, to porusza sie ono ruchem
jednostajnym prostoliniowym lub pozostaje w spoczynku.

Zasada ta obowiazuje réwniez dla predkosci relatywistycznych.
Uwaga. Predkosci znacznie mniejsze od predkosci Swiatta w prézni

V< c=299792458 2 ~ 3 x 1082 ~ 300 000 ‘2.

nazywamy predkosciami nierelatywistycznymi, natomiast predkosci
poréwnywalne z predkoscia $wiatta w prézni nazywamy
predkos$ciami relatywistycznymi.
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Kazdy inny uktad poruszajacy sie wzgledem uktadu inercjalnego S
ruchem jednostajnym prostoliniowym lub pozostajacy wzgledem
niego w spoczynku jest uktadem inercjalnym.
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Jezeli na ciato dziata sita F, to porusza sie ono ruchem
przyspieszonym, z przyspieszeniem proporcjonalnym do sity F i
odwrotnie proporcjonalnym do masy ciafa.

Wy
Il
3|
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I zasada dynamiki, przyspieszenie

Jezeli na ciato dziata sita F, to porusza sie ono ruchem
przyspieszonym, z przyspieszeniem proporcjonalnym do sity F i
odwrotnie proporcjonalnym do masy ciafa.

F
m

a—= = F=m3

(obowiazuje tylko dla predkosci nierelatywistycznych).
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Jezeli na ciato dziata sita F, to porusza sie ono ruchem
przyspieszonym, z przyspieszeniem proporcjonalnym do sity F i
odwrotnie proporcjonalnym do masy ciafa.

a—= = F=m3
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(obowiazuje tylko dla predkosci nierelatywistycznych).
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Jezeli na ciato dziata sita F, to porusza sie ono ruchem
przyspieszonym, z przyspieszeniem proporcjonalnym do sity F i

odwrotnie proporcjonalnym do masy ciafa.

= F =ma.

a=

3|

(obowiazuje tylko dla predkosci nierelatywistycznych).

Przyspieszenie

Zauwazmy, ze chociaz F =0 = 3=0 = ¥ = const,
to | zasada dynamiki jest czyms$ wiecej niz prosta konsekwencja Il.
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Ped ciata

p=mv
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Ped ciata
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Ped ciata

p=mvV = p=mvVv=m3
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Ped ciata
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Ped ciata
p=mv = f)’sz/’:m‘?:ﬁ = ,B:l?

Ostatnie réwnanie wyraza nieco ogdlniejsza postaé Il zasady
dynamiki:
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Ped ciata
p=mv = f)’sz/’:m‘?:ﬁ = ,B:l?
Ostatnie réwnanie wyraza nieco ogdlniejsza postaé Il zasady

dynamiki:
Zmiana pedu ciata w czasie jest réwna dziatajacej na nie sile.
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Wynikajace z Il zasady dynamiki réwnanie ruchu ciata

E
m

r=

jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu, tzn. zawiera druga
pochodna.
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Wynikajace z Il zasady dynamiki réwnanie ruchu ciata

E
m

r=

jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu, tzn. zawiera druga

pochodna.
Jego rozwigzaniem jest funkcja wektorowa r(t) okreslajaca

jednoznacznie potozenie ciata w wybranym uktadzie wspotrzednych
w kazdej chwili czasu, pod warunkiem ze znamy potozenie i
predkos¢ ciata w chwili poczatkowej, t = 0.

Ro=70), ¥ =v(0)=r0).
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Ruch pod wptywem statej sity Ij_o.
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Ruch pod wptywem statej sity Ij_o.
Wybierzmy 0§ Ox uktadu kartezjanskiego w kierunku sity Fg.
Woéwczas Fo = [Fp,0,0], ¥ = [x,0,0], a réwnanie ruchu ma postaé

=
X(t) = ;O = ap,

przy warunkach poczatkowych x(0) =0 v(0) = vp.
Catkujac obustronnie

/)"((t)dt = /aodt = aO/dt

otrzymujemy

x(t) = aot + Cy.
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Catkujac po raz drugi

/k(t)dt: /(aot+ ) dt
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Catkujac po raz drugi

/X(t)dt: /(aot+ G)dt = ao/tdt+ Cl/dt

otrzymujemy

1
x(t) = 5aot2 + Gt + G.

State dowolne (7 i (3 wyznaczamy z warunkdéw poczatkowych:

1
x(0)=0 = x(0):§ao-02+cl-0+czzo = (=0,

X(O):Vo = )'((0):30'0+C1:V0 = (1 =w.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 39/41



Rozwiazanie problemu ma postac

1
X(t) = 530 2 + Vo t.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 40/41



Rozwiazanie problemu ma postac
12
x(t) = St +wt.

Jest to wzér na droge w ruchu jednostajnie przyspieszonym.
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Dotyczy uktadu ciat. Zrédtem sity dziatajacej na pewne ciato musi
by¢ jakie$ inne ciato.
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Dotyczy uktadu ciat. Zrédtem sity dziatajacej na pewne ciato musi
by¢ jakie$ inne ciato.

Jesli ciato 1 dziata na ciato 2 sitg ﬁ21, to ciato 2 dziata na ciato 1
przeciwnie skierowang sita reakgcji Fio

F12 = —Fo1.
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Dotyczy uktadu ciat. Zrédtem sity dziatajacej na pewne ciato musi
by¢ jakie$ inne ciato.

Jesli ciato 1 dziata na ciato 2 sitg ﬁ21, to ciato 2 dziata na ciato 1
przeciwnie skierowang sita reakgcji Fio

F12 = —Fo1.

Zasada ta traci stuszno$¢ gdy efekty relatywistyczne odgrywaja
istotna role. W powyzszej rownosci musimy bowiem poréwnywacd
sity Fio (t)i F (t) w tej samej chwili czasu, a pojecie
jednoczesnosci w teorii wzglednosci zalezy od wyboru uktadu
odniesienia.
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